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zADA^A OB OB_<ME CILINDRI^ESKOGO TELA

lekciq 1. pUSTX W PLOSKOSTI x1Ox2 ZAMKNUTYJ KONTUR ΓG OGRANI^IWAET OBLASTX G KONE^NOGO

DIAMETRA d(G) I KONE^NOJ PLO]ADI m(G). eSLI

S ,


 x1

x2

z

 ∈ R3 : z = f(x1, x2) ≥ 0, ∀
[
x1

x2

]
∈ G

−
NEPRERYWNAQ POWERHNOSTX, TO TELO T , OGRANI^ENNOE POWERHNOSTX@ S, CILINDRI^ESKOJ POWERHNOSTX@
C, ORTOGONALXNOJ PLOSKOSTI x1Ox2, I ^ASTX@ PLOSKOSTI x1Ox2, PREDSTAWLENNOJ G, BUDEM NAZYWATX

CILINDRI^ESKIM TELOM.

rIS. 1

zADA^A O NAHOVDENII OB_EMA CILINDRI^ESKOGO TELA T RE[AETSQ ANALOGI^NO ZADA^E O NAHOVDENII

PLO]ADI PLOSKOJ FIGURY.
1. G PROIZWOLXNYM OBRAZOM RAZBIWAEM NA SISTEMU PODOBLASTEJ {Gk}nk=1 , PERESEKA@]IHSQ, BYTX

MOVET, LI[X PO GRANICAM, T.E. m(Gk ∩Gj) = 0, ∀ k 6= j I
n⋃
k=1

Gk = G.

2. pOLAGAEM mk , inf
Gk

f(x1, x
2) I Mk , sup

Gk

f(x1, x
2).

3. t.K. CILINDR S OSNOWANIEM Gk I WYSOTOJ mk CELIKOM SODERVITSQ W T , A CILINDR S OSNOWANIEM
Gk I WYSOTOJ Mk CELIKOM SODERVIT SOOTWETSTWU@]U@ ^ASTX TELA T , TO DLQ STUPEN^ATYH TEL An I
Bn, OBRAZOWANNYH \TIMI CILINDRAMI SOOTWETSTWENNO, IMEEM: An ⊂ T ⊂ Bn.

4. iZ SWOJSTW OB_EMOW OB_EMLEMYH I OB_EML@]IH TEL SLEDUET:

V (An) =
n∑
k=1

mk ·m(Gk) ≤ V (T ) ≤
n∑
k=1

Mk ·m(Gk) = V (Bn) (∗)

5. pUSTX x1k, x2k ∈ Gk – PROIZWOLXNAQ OTME^ENNAQ TO^KA. tOGDA IZ NERAWENSTWA

mk ≤ f(x1k, x2k) ≤Mk SLEDUET:

V (Ak) =
n∑
k=1

mk ·m(Gk) ≤
n∑
k=1

f(x1k, x2k) ·m(Gk) ≤
n∑
k=1

Mk ·m(Gk) = V (Bn) (∗∗)

6. pRI DROBLENII PODOBLASTEJ {Gk} OB_EM V (An) BUDET MONOTONNO WOZRASTATX, OSTAWAQSX MENX[E
^ISLA max

G
f(x1, x2)·m(G), A V (Bn) – MONOTONNO UBYWATX, OSTAWAQSX BOLX[E ^ISLA min

G
f(x1, x2)·m(G).

t.O.
(
∃ lim

max d(Gk)→0
V (An)

)
∧
(
∃ lim

max d(Gk)→0
V (Bn)

)
. pRI \TOM TELA An I Bn WSE BOLEE TO^NO POWTORQ@T

TELO T .
7. eSLI S^ITATX, ^TO lim

max d(Gk)→0
V (An) = lim

max d(Gk)→0
V (Bn), TO SOGLASNO (∗) I (∗∗)

V (T ) = lim
max d(Gk)→0

V (An) = lim
max d(Gk)→0

V (Bn) = lim
max d(Gk)→0

n∑
k=1

f(z1k, x2k)m(Gk)

1
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oPREDELENIE. pUSTX W ZAMKNUTOJ OBLASTI G PLOSKOSTI x1Ox2 KONE^NOJ PLO]ADI σ = m(G) I

KONE^NOGO DIAMETRA d(G) OPREDELENA SKALQRNAQ FUNKCIQ z = f(x1, x2). pUSTX {Gk} – PROIZWOLX-
NOE RAZBIENIE G NA SISTEMU PODOBLASTEJ, PERESEKA@]IHSQ, BYTX MOVET, LI[X PO GRANICAM, A

Mk = (x1k, x2k) ∈ Gk – PROIZWOLXNAQ OTME^ENNAQ TO^KA. eSLI WNE ZAWISIMOSTI OT WYBORA RAZBIE-
NIQ {Gk} I SISTEMY OTME^ENNYH TO^EK {Mk}
∃ lim

max d(Gk)→0

∑
k

f(Mk) ·m(Gk), TO EGO NAZYWA@T DWOJNYM INTEGRALOM FUNKCII f PO OBLASTI G I OBO-

ZNA^A@T

∫∫
G

f(x1, x2)dx1dx2 ILI

∫∫
G

f(x1, x2)dσ.

tEOREMA SU]ESTWOWANIQ. dLQ L@BOJ FUNKCII z = f(x1, x2), NEPRERYWNOJ W OGRANI^ENNOJ ZAMKNU-
TOJ OBLASTI G ∈ R2, IME@]EJ KONE^NU@ PLO]ADX σ = m(G) I KONE^NYJ DIAMETR d(G), SU]ESTWUET∫∫
G

f(x1, x2)dx1dx2.

oSNOWNYE SWOJSTWA DWOJNYH INTEGRALOW, SLEDU@]IE IZ OPREDELENIQ

1.
∫∫
G

N∑
k=1

Ckfk(x1, x2)dσ =
N∑
k=1

Ck

∫∫
G

fk(x1, x2)dσ – LINEJNOSTX.

2.
∫∫
G

C · dσ = C ·m(G).

3.
{
G =

N⋃
k=1

Gk

}
∧
{
m(Gk ∩Gj) = 0 , ∀ k 6= j

}
=⇒

∫∫
G

f dσ =
N∑
k=1

∫∫
Gk

fdσ

4.
{
f >< 0, ∀

[
x1

x2

]
∈ G

}
=⇒

∫∫
G

f dσ >< 0.

5.
{
f >

6 0 ∧ f 6≡ 0 , ∀
[
x1

x2

]
∈ G

}
=⇒

∫∫
G

f dσ >< 0.

6.
{
f 6 ϕ ∧ f 6≡ ϕ, ∀

[
x1

x2

]
∈ G

}
=⇒

∫∫
G

f dσ <

∫∫
G

ϕ dσ

7.

∣∣∣∣∣
∫∫
G

f dσ

∣∣∣∣∣6
∫∫
G

|f | dσ

tEOREMA O SREDNEM. eSLI f I ϕ NEPRERYWNY W ZAMKNUTOJ OBLASTI G ⊂ R2, IME-
@]EJ KONE^NYE d(G) I m(G), I HOTX ODNA IZ NIH ZNAKOPOSTOQNNA W G (PUSTX ϕ), TOGDA

∃

[
x0

1

x0
2

]
∈ G :

∫∫
G

f · ϕ · dσ = f(x0
1, x

0
2)

∫∫
G

ϕdσ.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI W G FUNKCIQ ϕ > 0. tOGDA

∀
[
x1

x2

]
∈ G m , max

G
f 6 f(x1, x2) 6 M , max

G
f ⇐⇒ mϕ 6 fϕ 6 Mϕ, ∀

[
x1

x2

]
∈ G. tAK

KAK SLU^AJ f ≡ C − const NA G TRIWIALEN, TO, SOGLASNO SWOJSTWAM 1 I 7 DWOJNOGO INTEGRALA, IMEEM:

m

∫∫
G

ϕ dσ <

∫∫
G

f ϕ dσ < M

∫∫
G

ϕ dσ

tAKIM OBRAZOM ∃ µ ∈ (m;M) : µ =

∫∫
G

f ϕ dσ

/∫∫
G

ϕ dσ. nO f NEPRERYWNA W G I PRINIMAET WSE

2
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PROMEVUTO^NYE ZNA^ENIQ IZ [m : M ], T.E. ∃

[
x0

1

x0
2

]
∈ G : f(x0

1, x
0
2) = µ, ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.

sLEDSTWIE IZ TEOREMY. eSLI ϕ ≡ 1 W G, TO ∃

[
x0

1

x0
2

]
∈ G :

∫∫
G

f dσ = f(x0
1, x

0
2) ·m(G).

wY^ISLENIE DWOJNOGO INTEGRALA W DEKARTOWYH KOORDINATAH

pUSTX pROX1
G = [a; b] I GRANICA ΓG OBLASTI G PERESEKAETSQ PRQMOJ, ORTOGONALXNOJ OX1 I PROHODQ-

]EJ ^EREZ L@BU@ TO^KU (a; b), W DWUH TO^KAH. tOGDA x2 = ψ1(x1) I x2 = ψ2(x1) – URAWNENIQ NIVNEGO
I WERHNEGO U^ASTKOW ΓG SOOTWETSTWENNO.

rIS. 2

rASSEKAEM TELO T PLOSKOSTX@ x1 = x0
1 ∈ (a; b) I POLU^AEM PLASTINU P S PLO]ADX@

S(x0
1) =

ψ2(x0
1)∫

ψ1(x0
1)

f(x0
1, x2)dx2.

rIS. 3

a T.K. TO^KA x0
1 ∈ (a; b) – PROIZWOLXNAQ, TO, S ISPOLXZOWANIEM IZWESTNOJ FORMULY, NAHODIM:

V (T ) =

∫∫
G

fdσ =

b∫
a

S(x1)dx1 =

b∫
a

{ ψ2(x1)∫
ψ1(x1)

f(x1, x2)dx2

}
dx1 ≡

b∫
a

dx1

ψ2(x1)∫
ψ1(x1)

f(x1, x2)dx2dx2

P.S. oSI Ox1 I Ox2 – RAWNOPRAWNY I PRI WYPOLNENII OGOWORENNYH USLOWIJ MY MOVEM PROEKTIROWATX

G NA Ox2.
pRIMER. pUSTX G PREDSTAWLENA NA RIS.4. tOGDA

∫∫
G

x1dσ =

√
2/2∫

0

dx2

√
1−x2

2∫
x2

x1dx1 =

√
2/2∫

0

x2
1

2

∣∣∣√1−x2
2

x2

dx2 =

=
1

2

√
2/2∫

0

{
1− x2

2 − x2
2

}
dx2 =

1

2

{
x2 −

x3
2

3

}∣∣∣√2/2

0
=

1

2

{√2

2
−
√

2

6

}
=

√
2

6
.

3
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rIS. 4

lekciq 2. pUSTX f(x1, x2) < 0 NA G. w \TOM SLU^AE – f(x1, x2) > 0 W G I OB_EM V (T )

CILINDRI^ESKOGO TELA T RAWEN:

∫∫
G

{−f}dσ =

b∫
a

dx1

ψ2(x1)∫
ψ1(x1)

{−f}dx2 = −
b∫

a

dx1

ψ2(x1)∫
ψ1(x1)

fdx2. pRI \TOM

∫∫
G

fdσ = −
∫∫
G

{−f}dσ =

b∫
a

dx1

ψ2(x1)∫
ψ1(x1)

fdx2.

eSLI W G FUNKCIQ f MENQET ZNAK, TO RAZBIWAEM G NA SISTEMU PODOBLASTEJ {Gk}, KOI MOGUT PERESE-
KATXSQ LI[X PO GRANICAM I W KAVDOJ PODOBLASTI {Gk} f SOHRANQET ZNAK. tOGDA

∫∫
G

fdσ =
∑
k

∫∫
Gk

fdσ

I KAVDYJ INTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI WY^ISLQEM STANDARTNYM SPOSOBOM.

zAMENA PEREMENNYH W DWOJNOM INTEGRALE.

pUSTX SU]ESTWUET

∫∫
G

f(x1, dx2)dx1dx2, NO EGO NEPOSREDSTWENNOE WY^ISLENIE ZATRUDNITELXNO.

pROIZWEDEM ZAMENU PEREMENNYH:
x1 = ϕ1(u, v)
x2 = ϕ2(u, v)

]
(1),

GDE ϕ1 I ϕ2 OPREDELENY I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY W NEKOTOROJ OBLASTI D ⊂ R2 IZMENENIQ

NOWYH NEZAWISIMYH PEREMENNYH. kROME TOGO, BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO NI W ODNOJ TO^KE OBLASTI D
FUNKCIONALXNYJ OPREDELITELX

J(u, v) ,

∣∣∣∣ ∂ϕ1/∂u ∂ϕ1/∂v
∂ϕ2/∂u ∂ϕ2/∂v

∣∣∣∣ (2),

NAZYWAEMYJ QKOBIANOM, NE OBRA]AETSQ W NULX, T.E. J(u, v) – NEPRERYWNAQ ZNAKOPOSTOQNNAQ W D
FUNKCIQ.

sDELANNYE PREDPOLOVENIQ GARANTIRU@T SU]ESTWOWANIE OBRATNOGO K (1) OTOBRAVENIQ G W D:

u = Φ(x1, x2)
v = Ψ(x1, x2)

]
(3).

rIS. 5

pRI \TOM GRANI^NYE TO^KI PEREHODQT W GRANI^NYE, A WNUTRENNIE TO^KI – WO WNUTRENNIE.

4
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dLQ ZAPISI ISKOMOGO INTEGRALA PRI ISPOLXZOWANII PREOBRAZOWANIQ (1) RAZBIWAEM D NA SISTEMU

PODOBLASTEJ DWUMQ SEMEJSTWAMI PRQMYH {u = uk} ∧ {v = vi}. w \TOM SLU^AE OBLASTX G DWUMQ

SEMEJSTWAMI KRIWYH {uk = Φ(x1, x2)} ∧ {vi = Ψ(x1, x2)} TAKVE RAZBIWAETSQ NA SISTEMU PODOBLASTEJ
{Gki}, KOTORYE MOGUT PERESEKATXSQ LI[X PO GRANICAM.

pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI Mki ←→ Pki I Ni ↔ Pi. s TO^NOSTX@ DO BESKONE^NO MALYH BOLEE

WYSOKOGO PORQDKA m(Gki) RAWNA PLO]ADI PARALLELOGRAMMA, ”NATQNUTOGO” NA WEKTORY
−−−→
PkiP1 I

−−−→
PkiP2,

T.E.

m(Gki) ≈ mod

∣∣∣∣∣∣
ϕ1(Mki) ϕ2(Mki) 1
ϕ1(N1) ϕ2(N1) 1
ϕ1(N2) ϕ2(N2) 1

∣∣∣∣∣∣ ≡ mod

∣∣∣∣∣∣
ϕ1(Mki) ϕ2(Mki) 1

ϕ1(N1)− ϕ1(Mki) ϕ2(N1)− ϕ2(Mki) 0
ϕ1(N2)− ϕ1(Mki) ϕ2(N2)− ϕ2(Mki) 0

∣∣∣∣∣∣ ≡
≡ mod

∣∣∣∣ ϕ1(N1)− ϕ1(Mki) ϕ2(N1)− ϕ2(Mki)
ϕ1(N2)− ϕ1(Mki) ϕ2(N2)− ϕ2(Mki)

∣∣∣∣ ≈ mod

∣∣∣∣ ∂ϕ1(Mki)/∂u ∂ϕ2(Mki)/∂u
∂ϕ1(Mki)/∂v ∂ϕ2(Mki)/∂v

∣∣∣∣∆uk ·∆vi ≡
≡ |J(Mki)| ·m(Dki)

tAKIM OBRAZOM, IMEEM:∫∫
G

f(x1, x2)dx1dx2 = lim
max d(Gki)→0

∑
k,i

f(Pki)m(Gki) =

= lim
max d(Dki)→0

∑
k,i

f(Pki)|J(Mki)|m(Dki) =

=

∫∫
G

f
(
(ϕ1(u, v), ϕ2(u, v)

)
|J(u, v)|dudv

zAME^ANIQ.

1. mOVNO POKAZATX KORREKTNOSTX POLU^ENNOGO REZULXTATA I W SLU^AE OBRA]ENIQ W NULX QKOBIANA
J(u, v) PREOBRAZOWANIQ (1) W ODNOJ ILI NESKOLXKIH TO^KAH OBLASTI D.

pRIMER 1. pUSTX d > 0 I 0 < α < β. w INTEGRALE
b∫
a

dx
βx∫
αx

f(x, y)dy NUVNO SDELATX ZAMENU

PEREMENNYH:
x = u− uv
y = uv

}
. iMEEM J(u, v) =

∣∣∣∣ 1− v −u
v u

∣∣∣∣ = u.

(
y = αx

)
=⇒

{
u = x+ y = (1 + α)x
uv = αx

}
=⇒

(
v =

α

1 + α

)
(
y = βx

)
=⇒ (SOWER[ENNO ANALOGI^NO) =⇒

(
v =

β

1 + β

)
.

a TAK KAK (0 < α < β), TO
α

1 + α
<

β

1 + β
.

(x = d) =⇒ (d = u− uv) =⇒
(
v = 1− d

u

)
.

(x = 0 = y) =⇒ (u = 0).
rAWENSTWO J(0, v) = 0 PRIWODIT K WYROVDENI@ UGLOWOJ TO^KI W OTREZOK (SM. RIS.6 I RIS.7).

rIS. 6

5
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2rIS. 7

d∫
0

dx
βx∫
αx

f(x, y)dy =
β/(1+β)∫
α/(1+α)

dv
d/(1−v)∫

0

f(u− uv;uv)udu.

2. pEREHOD K POLQRNYM KOORDINATAM:

x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ

}
=⇒ J(r, ϕ) =

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ
sinϕ sinϕ

∣∣∣∣ ≡ r∫∫
G

f(x1, x2)dx1dx2 =

∫∫
D

f(r cosϕ, r sinϕ)r dr dϕ

pRIMER 2.∫∫
1≤x2

1+x2
2≤4

(x2
1 + x2

2)
−1/2 exp(

√
x2

1 + x2
2)dx1dx2 =

2π∫
0

dϕ

2∫
1

1

r
er · rdr = 2π(e2 − e).

3. pLO]ADX PLOSKOJ FIGURY G = {r = r(ϕ); ϕ1 < ϕ < ϕ2}:

m(G) =

∫∫
G

dx1dx2 =

ϕ2∫
ϕ1

dϕ

r(ϕ)∫
0

rdr =
1

2

ϕ2∫
ϕ1

r2(ϕ)dϕ

4. pEREHOD K OBOB]ENNYM POLQRNYM KOORDINATAM:

x1 = ar cosϕ
x2 = br sinϕ

}
=⇒ J(r, ϕ) =

∣∣∣∣ a cosϕ −ar sinϕ
b sinϕ b sinϕ

∣∣∣∣ = abr∫∫
G

f(x1, x2)dx1dx2 =

∫∫
D

f(ar cosϕ, br sinϕ)abrdrdϕ

pRIMER 3. nAJTI OB_EM V , OGRANI^ENNYJ \LLIPSOIDOM S POLUOSQMI a, b, c:
x2

1/a
2 + x2

2/b
2 + x2

3/c
2 = 1.

V = 2

∫∫
x2
1

a2 +
x2
2

b2
≤1

c

√
1− x2

1

a2
− x2

2

b2
dx1dx2 =

{
x1 = ar cosϕ
x2 = br sinϕ

∣∣∣ 0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
=

= 2abc

2π∫
0

dϕ

1∫
0

√
1− r2 r dr = 4πabc

1∫
0

√
1− r2 rdr =

4

3
πabc

pLO]ADX POWERHNOSTI

lekciq 3. pUSTX FUNKCIQ z = f(x1, x2) OPREDELENA I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W ZAMKNU-
TOJ OBLASTI G ⊂ R2 : d(G) <∞, m(G) <∞. w \TOM SLU^AE POWERHNOSTX

S =


 x1

x2

z

 ∈ R3 : z = f(x1, x2), ∀
[
x1

x2

]
∈ G ⊂ R2


QWLQETSQ GLADKOJ, T.E. W L@BOJ TO^KE K NEJ MOVET BYTX PROWEDENA KASATELXNAQ PLOSKOSTX, NORMALX
KOTOROJ NEPRERYWNO ZAWISIT OT TO^KI KASANIQ.

6
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rIS. 8

oBLASTX G PROIZWOLXNYM OBRAZOM RAZBIWAEM NA SISTEMU PODOBLASTEJ {Gk}, PERESEKA@]IHSQ,
BYTX MOVET, LI[X PO GRANICAM. w KAVDOJ PODOBLASTI Gk PROIZWOLXNYM OBRAZOM WYBIRAEM OT-

ME^ENNU@ TO^KU Mk S KOORDINATAMI (x1k, x2k) I W TO^KE Pk =

 x1k

x2k

f(x1k, x2k)

 ∈ S PROWODIM K S

KASATELXNU@ PLOSKOSTX, WEKTOR NORMALI ~nk ≡ ~n(Pk) KOTOROJ OBRAZUET S OSX@ OZ OSTRYJ UGOL.
pUSTX DALEE Sk – ^ASTX POWERHNOSTI S, KOTORAQ PROEKTIRUETSQ W Gk; Πk – ^ASTX PLOSKOSTI, KASA-

TELXNOJ K S W TO^KE Pk, KOTORAQ PROEKTIRUETSQ W Gk. tAKIM OBRAZOM, S =
⋃
k

Sk, m(S) =
∑
k

m(Sk),

pRx1Ox2
Πk = Gk = pRx1Ox2

Sk I POWERHNOSTX S OKAZYWA@TSQ POKRYTOJ ”^E[UJ^ATOJ” POWERHNOSTX@

Π =
⋃
k

Πk, GRANI KOTOROJ – PLOSKIE FIGURY {Πk}, LEVA]IE W KASATELXNYH K S PLOSKOSTQH I

(
m(Π) =

∑
k

m(Πk)

)
∧

(
m(S) , lim

max d(Gk)→0

∑
k

mΠk.

)

iZ GEOMETRII IZWESTNO, ^TO m(Gk) = m(Πk) cos γk, GDE γk – UGOL MEVDU
−→
OZ I ~nk, T.E.

cos γk = 1
/√

1 + {f ′x(Mk)}2 + {f ′y(Mk)}2.

tAKIM OBRAZOM

m(S) = lim
max d(Gk)→0

∑
k

m(Gk)

cos γk
= lim

max d(Gk)→0

∑
k

√
1 + {f ′x(Mk)}2 + {f ′y(Mk)}2 m(Gk) =

=

∫∫
G

√
1 + {f ′x}2 + {f ′y}2 dx1dx2 ,

T.K. POWERHNOSTX S – GLADKAQ I PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ – NEPRERYWNA W G.

tROJNOJ INTEGRAL

mASSA NEODNORODNOGO TELA. pUSTX W R3 OPREDELENO NEODNORODNOE TELO T KONE^NOGO NENULEWOGO

OB_EMA m(T ) I KONE^NOGO DIAMETRA d(T ). pUSTX µ(X) ≡ µ(x1, x2, x3) – PLOTNOSTX WE]ESTWA TELA T ,
QWLQ@]AQSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ SWOIH ARGUMENTOW I NEOBHODIMO OPREDELITX M(T ) – MASSU TELA
T .

7
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dLQ NAHOVDENIQM(T ) RAZBIWAEM T NA SISTEMU TREHMERNYH OBLASTEJ {Tk}, PERESEKA@]IHSQ, BYTX

MOVET, LI[X PO GRANICAM: (⋃
k

Tk = T
)
∧
(
m(Tk ∩ Tj) = 0, ∀ k 6= j

)
.

w KAVDOM TELE Tk PROIZWOLXNYM OBRAZOM WYBIRAEM OTME^ENNU@ TO^KU Pk = (x1k, x2k, x3k) ∈ Tk I
S^ITAEM, ^TO µ(Pk) ≈ µ(X), ∀ X ∈ Tk.

a TAK KAK S TO^NOSTX@ DO BESKONE^NO MALYH M(Tk) ≈ µ(Pk)m(Tk), TO ESTESTWENNO S^ITATX, ^TO

M(T ) , lim
max d(Tk)→0

∑
k

µ(Pk)m(Tk).

oPREDELENIE. pUSTX FUNKCIQ z = f(x1, x2, x3) OPREDELENA W OBLASTI T ⊂ R3 KONE^NOGO OB_-
EMA m(T ) I KONE^NOGO DIAMETRA d(T ). eSLI WNE ZAWISIMOSTI OT WYBORA RAZBIENIQ T NA SISTEMU

PODOBLASTEJ {Tk}, PERESEKA@]IHSQ, BYTX MOVET, LI[X PO GRANICAM, I WYBORA OTME^ENNYH TO^EK

{Pk} : Pk ∈ Tk , ∀ k SU]ESTWUET lim
max d(Tk)→0

∑
k

f(Pk) m(Tk), TO EGO NAZYWA@T TROJNYM INTEGRALOM

FUNKCII f PO OBLASTI T I OBOZNA^A@T

∫∫∫
T

f(x1, x2, x3)dx1, dx2, dx3 ILI

∫
T

f(X)dX.

zAME^ANIQ.

1. eSLI f OPREDELENA I NEPRERYWNA W T ⊂ R3 I 0 < m(T ) < ∞, d(T ) < ∞, TO

∃
∫∫∫
T

f(x1, x2, x3)dx1dx2dx3.

2.
∫∫∫
T

dx1dx2dx3 = m(T ) – OB_EM T .

3. tROJNOJ INTEGRAL OBLADAET TEMI VE SWOJSTWAMI, ^TO I DWOJNOJ.

wY^ISLENIE TROJNOGO INTEGRALA.

pUSTX T ⊂ R3 – ZAMKNUTAQ OBLASTX KONE^NOGO OB_EMA m(T ) I KONE^NOGO DIAMETRA d(T ), OGRANI-
^ENNAQ POWERHNOSTX@ S, KOTORAQ L@BOJ PRQMOJ, PARALLELXNOJ OSI OX3 PERESEKAETSQ NE BOLEE ^EM W

DWUH TO^KAH. eSLI f(x1, x2, x3) OPREDELENA I NEPRERYWNA W T , TO ∃
∫∫∫
T

f(x1, x2, x3)dx1dx2dx3.

rIS. 9
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oBLASTX G = pRx1Ox2

T PROIZWOLXNYM OBRAZOM RAZBIWAEM NA SISTEMU PODOBLASTEJ {Gk}, PERESEKA-
@]IHSQ, BYTX MOVET, LI[X PO GRANICAM. w KAVDOJ PODOBLASTI Gk PROIZWOLXNYM OBRAZOM WYBIRAEM

OTME^ENNU@ TO^KU Mk S KOORDINATAMI (xk1, x
k
2). oTREZOK [ϕ1(Mk);ϕ2(Mk)] PLOSKOSTQMI x3 = const

PROIZWOLXNYM OBRAZOM RAZBIWAEM NA N ^ASTEJ. eSLI Tk ⊂ T – ^ASTX T TAKAQ, ^TO pRx1Ox2
Tk = Gk,

TO Tki – ^ASTX Tk, ZAKL@^ENNAQ MEVDU PLOSKOSTQMI x3 = xki3 I x3 = xki+1
3 , GDE xki3 < xki+1

3 . tAKIM

OBRAZOM, ZA ISKL@^ENIEM KRAJNIH ”SREZANNYH” PODOBLASTEJ, Tki – PRQMOJ CILINDR S OSNOWANIEM Gk

I WYSOTOJ ∆ki
3 = xki+1

3 − xki3 , T.E. W OB]EM SLU^AE m(Tki) ≈ m(Gk) ·∆xki3 .

wYBOR OTME^ENNOJ TO^KI Pki ∈ Tki REALIZUEM, ISHODQ IZ SLEDU@]IH SOOBRAVENIJ:

(1) pRx1Ox2
Pki ≡Mk, ∀i ≥ 1, T.E. Pki = (x1k, x2k, x

i
3k);

(2) f(Pki)∆x
ki
3 =

xki
3∫

xki
3

f(x1k, x2k, x3)dx3 – TEOREMA O SREDNEM.

a TAK KAK ISKOMYJ INTEGRAL SU]ESTWUET, TO EGO ZNA^ENIE NE ZAWISIT OT WYBORA RAZBIENIQ I OTME-
^ENNYH TO^EK. pO\TOMU∫∫∫

T

f(x1, x2, x3) = lim
max d(Tki)→0

∑
ki

f(Pki)m(Tki) = lim
max d(Tki)→0

∑
k

∑
i

f(Pki)m(Gk) ∆xki3 =

= (TEOREMA O SREDNEM) = lim
max d(Tki)→0

∑
k

{∑
i

xki+1
3∫
xki
3

f(x1k, x2k, x3)dx3

}
m(Gk) =

= lim
max d(Gk)→0

∑
k

{ ϕ2(Mk)∫
ϕ1(Mk)

f(Mk, x3)dx3

}
m(Gk) =

∫∫
G

{ ϕ2(x1,x2)∫
ϕ1(x1,x2)

f(x1, x2, x3)dx3

}
dx1 dx2

pRIMER. nAJTI MASSU [ARA x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 2ax3, ESLI PLOTNOSTX WE]ESTWA W KAVDOJ EGO TO^KE

OBRATNO PROPORCIONALXNA EE RASSTOQNI@ DO NA^ALA KOORDINAT, T.E.

rIS. 10 rIS. 11

M =

∫∫∫
T

λ√
x2

1 + x2
2 + x2

3

dx1 dx2 dx3 = λ

∫∫
G

dx1dx2

a+
√
a2−x2

1−x2
2∫

a−
√
a2−x2

1−x2
2

(x2
1 + x2

2 + x2
3)
−1/2dx3 =

=

{
x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ

}
= λ

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdr

a+
√
a2−r2∫

a−
√
a2−r2

(r2 + x2
3)
−1/2dx3 = 2πλ

∫∫
D

(r2 + x2
3)
−1/2rdr dx3 =

9
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= 2πλ

2a∫
0

dx3

√
a2−(x3−a)2∫

0

rdr√
x2

3 + r2
= 2πλ

2a∫
0

√
x2

3 + r2

∣∣∣√a2−(x3−a)2

0
d x3 =

= 2πλ

2a∫
0

{√
x2

3 + a2 − (x3 − a)2 − x3

}
dx3 = 2πλ

2a∫
0

{√
2ax3 − x3

}
dx3 =

4

3
πλa2

zAMENA PEREMENNYH W TROJNOM INTEGRALE.

pUSTX DLQ WY^ISLENIQ TROJNOGO INTEGRALA

∫∫∫
T

f(x1, x2, x3) dx3 PROIZWEDENA ZAMENA PE-

REMENNYH:
x1 = ϕ1(y1, y2, y3)
x2 = ϕ2(y1, y2, y3)
x3 = ϕ3(y1, y2, y3)

 , GDE FUNKCII {ϕk}3k=1 OPREDELENY I NEPRERYWNO DIFFE-

RENCIRUEMY W NEKOTOROJ TREHMERNOJ OBLASTI B. eSLI PRI \TOM QKOBIAN PREOBRAZOWANIQ

J(y1, y2, y3) , det

[
∂ϕk
∂yj

]
6= 0;

 y1

. . .
y3

 ∈ B,

TO, RASSUVDAQ KAK I W SLU^AE DWOJNOGO INTEGRALA, MOVNO POKAZATX, ^TO PRI WYSKAZANNYH PREDPOLO-
VENIQH:∫∫∫

T

f(x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3 =

∫∫∫
B

f
(
ϕ1(y1, y2, y3), . . . ϕ3(y1, y2, y3)

)
|J(y1, y2, y3)| dy1 dy2 dy3

pEREHOD K CILINDRI^ESKIM KOORDINATAM

lekciq 4.

x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ
x3 = t

 =⇒ J(r, ϕ, t) =

∣∣∣∣∣∣
∂x1/∂r ∂x1/∂ϕ ∂x1/∂t
∂x2/∂r ∂x2/∂ϕ ∂x2/∂t
∂x3/∂r ∂x3/∂ϕ ∂x3/∂t

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r =⇒

=⇒
∫∫∫
T

f dx1 dx2 dx3 =

∫∫∫
B

f(r cosϕ, r sinϕ, t)r dr dϕ dt

rIS. 12

pRIMER. nAJTI MASSU TELA, OGRANI^ENNOGO POWERHNOSTQMI
z = 6− x2 − y2

z2 = x2 + y2

}
, ESLI PLOTNOSTX

PROPORCIONALXNA RASSTOQNI@ DO OSI OZ, T.E. µ ≡ µ0 ·
√
x2 + y2.

10
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rIS. 13

iMEEM:

M =

∫∫∫
T

µ dx dy dz =


x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = t

 =⇒


z = 6− x2 − y2 ⇐⇒ t = 6− r2 − WERH
z2 = x2 + y2 ⇐⇒ t = r − NIZ

0 ≤ ϕ ≤ 2π

 =⇒

M =

∫∫∫
B

µ0 · r · rdr dϕ dt = µ0

2π∫
0

dϕ

2∫
0

rdr

6−r2∫
r

rdt = 2πµ0

2∫
0

r2(6 − r2 − r)dr =
56πµ0

5
.

rIS. 14

pEREHOD K OBOB]ENNOJ SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT

x1 = ar cosϕ cosψ
x2 = br sinϕ cosψ
x3 = cr sinψ

. eSLI a = b = c = 1, TO IMEEM OBY^NU@ SFERI^ESKU@ SISTEMU KOORDINAT.

rIS. 15

J(r, ϕ, ψ) =

∣∣∣∣∣∣
∂x1/∂r ∂x1/∂ϕ ∂x1/∂ψ
∂x2/∂r ∂x2/∂ϕ ∂x2/∂ψ
∂x3/∂r ∂x3/∂ϕ ∂x3/∂ψ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a cosϕ cosψ −ar sinϕ cosψ −ar cosϕ sinψ
b sinϕ cosψ br cosϕ cosψ −br sinϕ sinψ
c sinψ 0 cr cosψ

∣∣∣∣∣∣ =

11
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2
= abc r2

{
sinψ

∣∣∣∣ − sinϕ cosψ − cosϕ sinψ
cosϕ cosψ − sinϕ sinψ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ cosϕ cosψ − sinϕ cosψ
sinϕ cosψ cosϕ cosψ

∣∣∣∣ cosψ

}
= abc r2 cosψ

pRIMER. nAJDEM OB_EM \LLIPSOIDA S POLUOSQMI a, b, c:

V (T ) =

∫∫∫
x2
1

a2 +
x2
2

b2
+

x2
3

c2
≤1

dx1dx2dx3 =


x1 = ar cosϕ cosψ
x2 = br sinϕ cosψ
x3 = cr sinψ
J = abcr2 cosψ

∣∣∣∣∣∣
0 ≤ r2 ≤ 1
0 ≤ ϕ < 2π
−π/2 ≤ ψ ≤ π/2

 =

= adc

2π∫
0

dϕ

π/2∫
−π/2

cosψdψ

1∫
0

r2dr =
4

3
πabc

kRIWOLINEJNYJ INTEGRAL

rABOTA PEREMENNOJ SILY PO KRIWOLINEJNOMU PUTI. pUSTX W KAVDOJ TO^KE

TREHMERNOJ OBLASTI T ⊂ R3 NA MATERIALXNU@ TO^KU M(x, y, z) DEJSTWUET SILA
~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k. pRI PEREME]ENII MATERIALXNOJ TO^KI M(x, y, z) W
OBLASTI T ⊂ R3 PO NEKOTOROJ TRAEKTORII L =

{
[x, y, z]T ∈ T : x = x(t), y = y(t), z = z(t); t ∈ [tA; tB]

}
SOWER[AETSQ RABOTA W , KOTORU@ I NEOBHODIMO NAJTI.

rIS. 16

dALEE PREDPOLAGAEM:
(1) KONTUR L QWLQETSQ GLADKIM, T.E. OBLADAET NEPRERYWNO IZMENQ@]EJSQ KASATELXNOJ, ^TO OZNA-

^AET NEPRERYWNU@ DIFFERENCIRUEMOSTX FUNKCIJ x(t), y(t) I z(t) W MNOVESTWE [tA; tB] I ∀ t ∈ [tA; tB]
DOLVNO IMETX MESTO NERAWENSTWO |x′(t)|+ |y′(t)|+ |z′(t)| > 0;

(2) TO^KA M(x, y, z) OPISYWAET L PRI MONOTONNOM IZMENENII PARAMETRA t OT tA DO tB;
(3) FUNKCII P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) NEPRERYWNY NA L.
oTREZOK [tA; tB] TO^KAMI {tk}nk=0 : tA = t0 < t1 < . . . < tn = tB RAZBIWAEM NA n ^ASTEJ. kAVDOMU

ZNA^ENI@ PARAMETRA t = tk SOOTWETSTWUET TO^KA Mk ∈ L S KOORDINATAMI x(tk), y(tk), z(tk). sOEDINIW
WSE TO^KI {Mk}0k=0 OTREZKAMI, POLU^AEM LOMANU@ S WER[INAMI W \TIH TO^KAH.

rABOTU ∆Wk SILY ~F (x, y, z) NA U^ASTKE

x

MkMk+1 TRAEKTORII L PRIBLIVENNO S^ITAEM RAWNOJ

(~F (Mk);
−−−→
MkMk+i). pRI \TOM

∆xk
4
= x(tk+1)− x(tk)

∆yk
4
= y(tk+1)− y(tk)

∆zk
4
= z(tk+1)− z(tk)

 =⇒ ∆Wk ≈ P (Mk)∆xk +Q(Mk)∆yk +R(Mk)∆zk

12
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I ESTESTWENNO S^ITATX, ^TO

W = lim
max∆tk→0

n−1∑
k=0

∆Wk = lim
max∆tk→0

n∑
k=0

[
P (Mk)∆xk +Q(Mk)∆yk +R(Mk)∆zk

]
.

zAME^ANIE 1. eSLI PREDEL W PRAWOJ ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA SU]ESTWUET I NE ZAWISIT OT WY-
BORA SISTEMY TO^EK {tk}, TO EGO NAZYWA@T KRIWOLINEJNYM INTEGRALOM WEKTORNOJ FUNKCII ~F (x, y, x)
PO ORIENTIROWANNOMU KONTURU L I OBOZNA^A@T∫

L

Pdx+Qdy +Rdz ILI

∫

x

AB

Pdx+Qdy +Rdz

zAME^ANIE 2. pUSTX WYPOLNENY ISHODNYE DOPU]ENIQ I

Sxn
4
=

n−1∑
k=0

P (Mk)∆xk =
n−1∑
k=0

P
(
x(tk), y(yk), z(tk)

)
{x′(tk)∆tk + o(∆tk)},

GDE ∆tk
4
= tk+1 − tk. a TAK KAK P I x′ - NEPRERYWNY, TO

∃ lim
max∆tk→0

Sxn =

tB∫
tA

P
(
x(tk), y(yk), z(tk)

)
x′(t)dt

pROWEDQ ANALOGI^NYE RASSUVDENIQ DLQ

Syn
4
=

n−1∑
k=0

Q(Mk)∆yk ; Szn
4
=

n−1∑
k=0

R(Mk)∆zk

MY NE TOLXKO DOKAVEM SU]ESTWOWANIE KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA, NO I POLU^IM FORMULU DLQ EGO

WY^ISLENIQ:∫
L

Pdx+Qdy +Rdz =

tB∫
tA

{
P (x(tk), y(yk), z(tk)) x

′(t) +Q(x(tk), y(yk), z(tk)) y
′(t)+

+R(x(tk), y(yk), z(tk)) z
′(t)
}
dt

zAME^ANIE 3. eSLI A = B, T.E. KONTUR L QWLQETSQ ZAMKNUTYM, TO ISPOLXZU@T SLEDU@]EE

OBOZNA^ENIE:

�

∫
L

Pdx+Qdy +Rdz, UKAZYWAQ STRELKOJ ORIENTACI@ ZAMKNUTOGO KONTURA L.

zAME^ANIE 4. nEPOSREDSTWENNO IZ OPREDELENIQ KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA I ZAME^ANIQ 2 SLE-
DUET:

(A) pRI IZMENENII NAPRAWLENIQ OBHODA KONTURA L =

x

AB KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL MENQET ZNAK,

T.E.

∫

x

AB

Pdx+Qdy +Rdz = −
∫

x

BA

Pdx+Qdy +Rdz ;

(b)

∫
L

Pdx+Qdy +Rdz =

∫
L

Pdx+

∫
L

Qdy +

∫
L

Rdz ;
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(w) {L =

N⋃
k=1

Lk} ∧ {m(Lk ∩ Lj) = 0, ∀ k 6= j} =⇒
∫
L

=
N∑
k=1

∫
Lk

;

(g) {~F = P (x, y)~i+Q(x, y)~j } ∧
{
L =

{[
x
y

]
: y = f(x), x ∈ [a, b]

}}
=⇒

=⇒
{
L =

{[
x
y

]
:
x = t
y = f(t)

; t ∈ [a, b]

}}
∧
∫
L

Pdx+Qdy =

b∫
a

{
P (t, f(t)) +Q(t, f(t))f ′(t)

}
dt =

=

b∫
a

P (x, f(x))dx+

f−1(b)∫
f−1(a)

Q(f−1(y), y)dy

pRIMER 1. pUSTX A = (0, 0) I B = (1, 1). nUVNO WY^ISLITX Hk
4
=

∫
Lk

2xydx+ x2dy.

L1 =

{[
x
y

]
: y = x, 0 ≤ x ≤ 1

}
=⇒

(
dx = dy

)
=⇒ H1 =

1∫
0

(2x2 + x2)dx = x3
∣∣∣1
0
= 1 ;

L2 =

{[
x
y

]
: y = x2, 0 ≤ x ≤ 1

}
=⇒

(
dy = 2xdx

)
=⇒ H2 =

1∫
0

(2x2 + 2x3)dx = x4
∣∣∣1
0
= 1 ;

L3 =

{[
x
y

]
: x = y2, 0 ≤ x ≤ 1

}
=⇒

(
dx = 2ydy

)
=⇒ H3 =

1∫
0

(4y4 + y4)dy = y5
∣∣∣1
0
= 1 ,

T.E. W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE REZULXTAT NE ZAWISIT OT PROFILQ L I OPREDELQETSQ LI[X KONCEWYMI

TO^KAMI.
pRIMER 2.

	

∫
x2+y2=1

−y
x2 + y2

dx+
x

x2 + y2
dy =

{
x = cos t ; dx = − sin tdt
y = sin t ; dy = cos tdt

}
=

2π∫
0

{
sin2 t+ cos2 t

}
dt = 2π

fORMULA gRINA

pRI DALXNEJ[IH RASSUVDENIQH OBLASTX G ⊂ R, OGRANI^ENNU@ ZAMKNUTYM KONTUROM L, BUDEM
NAZYWATX ODNOSWQZNOJ, ESLI L@BOJ ZAMKNUTYJ KONTUR l ⊂ G MOVET BYTX STQNUT W TO^KU BEZ PERESE-
^ENIQ ΓG.

rIS. 17

pUSTX G ⊂ R2 - ODNOSWQZNAQ OBLASTX, OGRANI^ENNAQ KUSO^NO-GLADKIM ZAMKNUTYM KONTUROM L, I
W ZAMKNUTOJ OBLASTI G ∪ L OPREDELENY I NEPRERYWNY SKALQRNYE FUNKCII P (x, y), P ′y(x, y), Q(x, y),
Q′x(x, y).
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pUSTX PRQMYE, PARALLELXNYE KOORDINATNYM OSQM, PERESEKA@T L NE BOLEE ^EM W DWUH TO^KAH

(PRQMYE x = a, x = b I y = c, y = d MOGUT PERESEKATX ΓG I PO OTREZKAM PRQMYH) I pROXG = [a, b],
pROYG = [c, d], A U^ASTKI KONTURA L OPISYWA@TSQ URAWNENIQMI:

x

ACB : y = ϕ1(x)x

BDA : y = ϕ2(x)
;

x

DAC : x = ψ1(y)x

CBD : y = ψ2(x)

w \TOM SLU^AE

	

∫
L

Pdx+Qdy =

	

∫
L

Pdx+

	

∫
L

Qdy =

∫

x

ACB

P (x, y)dx+

∫

x

BDA

P (x, y)dx+

∫

x

DAC

Q(x, y)dy+

∫

x

CBD

Q(x, y)dy =

=

b∫
a

P (x, ϕ1(x))dx+

a∫
b

P (x, ϕ2(x))dx+

c∫
d

Q(ψ1(y), y)dy +

d∫
c

Q(ψ2(y), y)dy = −
b∫

a

{
P (x, y)

∣∣∣ϕ2(x)

ϕ1(x)

}
dx+

+

d∫
c

{
Q(x, y)

∣∣∣ψ2(y)

ψ1(y)

}
dy = −

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

∂P (x, y)

∂y
dy +

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

∂Q(x, y)

∂x
dx =

∫∫
G

{
Q′x − P ′y

}
dxdy

pOLU^ENNOE RAWENSTWO

	

∫
L

P dx+Qdy =

∫∫
G

{
Q′x − P ′y

}
dxdy IZWESTNO KAK FORMULA gRINA.

pRIMER 2∗. w USLOWIQH PRIMERA 2

P =
−y

x2 + y2
=⇒ P ′y = −(x2 + y2)− 2y2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2

Q =
x

x2 + y2
=⇒ Q′x =

(x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2

fORMALXNO PO FORMULE gRINA

	
∫

x2+y1=1

Pdx+Qdy =

∫∫
x2+y2≤1

{
Q′x − P ′y

}
dxdy =

∫∫
x2+y2≤1

0 · dxdy = 0.

nESOOTWETSTWIE S RANEE POLU^ENNYM REZULXTATOM OBUSLOWLENO TEM, ^TO FORMULA gRINA BYLA POLU-
^ENA W PREDPOLOVENII NEPRERYWNOSTI W G∪ΓG FUNKCIJ P , P ′y, Q I Q′x, A W RASSMATRIWAEMOM PRIMERE
\TO USLOWIE NE WYPOLNQETSQ W TO^KE θ.

zAME^ANIE 1. pUSTX PRQMYE, PARALLELXNYE KOORDINATNYM OSQM, PERESEKA@T ΓG BOLEE, ^EM W

DWUH TO^KAH, NO WSE OSTALXNYE DOPU]ENIQ, PRI KOTORYH POLU^ENA FORMULA gRINA WYPOLNENY.

wOSPOLXZOWAW[ISX SWOJSTWAMI KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA

∫

x

AB

+

∫

x

BA

= 0 =

∫

x

BC

+

∫

x

CB

, POLU^AEM

(SM.RIS.)
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rIS. 18

	

∫
ΓG

=

∫

x

BαA

+

∫

x

AB

+

∫

x

AβC

+

∫

x

CB

+

∫

x

BA

+

∫

x

CγB

+

∫

x

BC

=

∫∫
G1

{
Q′x − P ′y

}
dxdy +

∫∫
G2

{
Q′x − P ′y

}
dxdy+

+

∫∫
G3

{
Q′x − P ′y

}
dxdy =

∫∫
G

{
Q′x − P ′y

}
dx dy,

T.E. FORMULA gRINA PRIMENIMA I DLQ NEWYPUKLYH OBLASTEJ.
zAME^ANIE 2. pUSTX PRI WYWODE FORMULY gRINA NARU[ENO USLOWIE ODNOSWQZNOSTI OBLASTI G.

pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI G - DWUHSWQZNAQ OBLASTX S POLOVITELXNOJ ORIENTACIEJ ΓG - PRI EE OBHODE
G OSTAETSQ SLEWA. rAZREZAMI AB I CD PREWRA]AEM G W DWE ODNOSWQZNYE OBLASTI G1, G2 I

rIS. 19

	

∫
ΓG

=
{ ∫

x

AMD

+

∫

x

DC

+

∫

x

CβB

+

∫

x

BA

}
+
{ ∫

x

DNA

+

∫

x

AB

+

∫

x

BαC

+

∫

x

CD

}
=

∫∫
G1

{
Q′x−P ′y

}
dxdy+

∫∫
G2

{
Q′x−P ′y

}
dxdy =

=

∫∫
G

{
Q′x − P ′y

}
dxdy,

T.E. FORMULA gRINA PRIMENIMA I DLQ NEODNOSWQZNYH OBLASTEJ.

uSLOWIQ NEZAWISIMOSTI KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA OT PUTI INTEGRIROWANIQ

tEOREMA. eSLI P (x, y), P ′y(x, y), Q(x, y), Q′x(x, y) OPREDELENY I NEPRERYWNY W ZAMKNUTOJ OGRANI-

^ENNOJ ODNOSWQZNOJ OBLASTI G ∪ L, GDE L , ΓG, TO SLEDU@]IE ^ETYRE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(1)

	

∫
l

Pdx+Qdy = 0, ∀ l ∈ G ; (3) W G OPREDELENA u(x, y) : du = Pdx+Qdy ;

(2)

∫

x

AB

Pdx+Qdy
NE ZAWISIT OT

PROFILQ

x

AB ∈ G
; (4) P ′y ≡ Q′y , ∀

[
x
y

]
∈ G.
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dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO DOKAZATX, ^TO (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (1).

rIS. 20

(1)⇒ (2). pUSTX (1) IMEET MESTO. tOGDA 0 ≡

	

∫
(AαB)∪(BβA)

≡
∫

x

AαB

+

∫

x

BβA

≡
∫

x

AαB

−
∫

x

AβB

, T.E.

∫

x

AB

NE

ZAWISIT OT PROFILQ

x

AB ∈ G.

(2)⇒ (3). pUSTX (2) IMEET MESTO. pUSTX TO^KA A = [x0, y0]
T ∈ G - FIKSIROWANA I TO^KA B = [x, y] –

PROIZWOLXNA.

rIS. 21

tOGDA u(x, y) ,
∫

x

AB

Pdx+Qdy I

∂u

∂x
= lim

∆x→0

u(x+ ∆x, y)− u(x, y)
∆x

= lim
∆x→0

1

∆x

∫
−−→
BB1

Pdx+Qdy ≡

≡
{
T.K.BB1 ‖ OX

}
≡ lim

∆x→0

1

∆x

∆x∫
x

P (x, y)dx = lim
∆x→0

P (x+ θ∆x, y)
∣∣∣
0≤θ≤1

= P (x, y),

T.K. P (x, y) NEPRERYWNA W G. aNALOGI^NO DOKAZYWAETSQ: u′y = Q. t.O. du = u′xdx+u′ydy = Pdx+Qdy,
^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.

(3)⇒ (4). pUSTX (3) IMEET MESTO, T.E. ∃ u(x, y) : du = Pdx + Qdy. a T.K. P ′y, Q
′
x OPREDELENY I

NEPRERYWNY W G ∪ ΓG, TO PO TEOREME O SME[ANNYH PROIZWODNYH IMEEM: Q′x = {u′y}′x ≡ {u′x}′y = P ′y W
G, ^TO I T.D.

(4)⇒ (1). pUSTX (4) IMEET MESTO I l - L@BOJ ZAMKNUTYJ KONTUR, OHWATYWA@]IJ OBLASTX D ⊂ G.
tOGDA WYPOLNENY WSE USLOWIQ REALIZACII FORMULY gRINA I

	

∫
l

Pdx+Qdy =

∫∫
D

{Q′y − P ′x} dxdy =

∫∫
D

0 · dxdy = 0, ^TO I T.D.

pOWERHNOSTNYE INTEGRALY

pONQTIE POWERHNOSTNOGO INTEGRALA I-GO RODA. pUSTX W TO^KAH KUSO^NO-GLADKOJ POWERHNO-
STI S, OGRANI^ENNOJ KUSO^NO-GLADKIM ZAMKNUTYM KONTUROM ΓS, OPREDELENA OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ
f(x, y, z).
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rIS. 22

pUSTX Π - RAZBIENIE S NA SISTEMU PODOBLASTEJ {Sk}, PERESEKA@]IHSQ, BYTX MOVET, LI[X PO

GRANICAM, S OTME^ENNYMI TO^KAMI {Mk}, GDE Mk ∈ Sk. eSLI ∆σk , m(Sk) - PLO]ADX Sk I WNE

ZAWISIMOSTI OT WYBORA RAZBIENIQ Π SU]ESTWUET I KONE^EN lim
max d(Sk)→0

∑
k

f(Mk)∆σk, TO EGO NAZYWA@T

POWERHNOSTNYM INTEGRALOM I-GO RODA FUNKCII f PO POWERHNOSTI S I OBOZNA^A@T

∫∫
S

f(x, y, z)dσ.

zAME^ANIQ.
1. pEREMENNYE x, y, z W POWERHNOSTNOM INTEGRALE I-GO RODA NE QWLQ@TSQ SWOBODNYMI. oNI SWQZANY

URAWNENIEM POWERHNOSTI.

2. eSLI, NAPRIMER, S ,


 x
y
z

 ∈ R3 : z = z(x, y),

[
x
y

]
∈ G ⊂ R2

 – GLADKAQ POWERHNOSTX,

NA KOTOROJ OPREDELENA NEPRERYWNAQ FUNKCIQ f(x, y, z), TO G = pRXOY S I Gk , pRXOY Sk,
Pk , pRXOYMk - \LEMENTY RAZBIENIQ OBLASTI G. kROME TOGO,

∆σk , m(Sk) =

∫∫
Gk

√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 dxdy =

{
T. O SREDNEM
∃ P ∗k ∈ Gk

}
=
√

1 + (z′x)
2 + (z′y)

2

∣∣∣
P ∗k

·m(Gk).

nO z′x I z
′
y - NEPRERYWNY W G, T.K. S - GLADKAQ POWERHNOSTX, T.E.√

1 + {z′x(P ∗k )}2 + {(z′y(P ∗k )}2 =
√

1 + {z′x(Pk)}2 + {(z′y(Pk)}2 + o( ‖−−→PkP
∗
k‖ ).

a T.K. Mk =

[
Pk

z(Pk)

]
, TO, PEREHODQ K PREDELU W INTEGRALXNOJ SUMME, POLU^AEM:

∫∫
S

f(x, y, z) dσ =

∫∫
G

f(x, y, z(x, y))
√

1 + {z′x(x, y)}2 + {(z′y(x, y)}2 dxdy

3. pOWERHNOSTNYJ INTEGRAL I-GO RODA OBLADAET STANDARTNYMI SWOJSTWAMI, ^TO SLEDUET IZ EGO

SWQZI S DWOJNYM INTEGRALOM. oN ISPOLXZUETSQ, W ^ASTNOSTI, PRI OPREDELENII STATI^ESKIH MOMENTOW
I MOMENTOW INERCII TONKIH NEODNORODNYH POWERHNOSTEJ.

pOWERHNOSTNYJ INTEGRAL II-GO RODA

oPREDELENIE 1. gLADKU@ POWERHNOSTX S NAZYWA@T DWUHSTORONNEJ, ESLI OBHOD PO L@BOMU ZA-
MKNUTOMU KONTURU, LEVA]EMU NA POWERHNOSTI S I NE IME@]EMU S EE GRANICEJ ΓS OB]IH TO^EK, NE
MENQET NAPRAWLENIE NORMALI K S NA PROTIWOPOLOVNOE.
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zAME^ANIQ K OPREDELENI@ 1.
1. l@BU@ POWERHNOSTX, KOTORAQ NE QWLQETSQ DWUHSTORONNEJ, NAZYWA@T ODNOSTORONNEJ POWERHNO-

STX@ - PRIMER TAKOWOJ - LIST m<BIUSA.
2. wSQKAQ GLADKAQ POWERHNOSTX, ZADANNAQ URAWNENIEM z = z(x, y) - DWUHSTRONQQ.
3. l@BAQ ZAMKNUTAQ POWERHNOSTX BEZ SAMOPERESE^ENIJ (NAPRIMER SFERA) - DWUHSTORONNQQ POWERH-

NOSTX.
oPREDELENIE 2. pUSTX W R3 S FIKSIROWANNOJ LEWOJ (PRAWOJ) DEKARTOWOJ SISTEMOJ KOORDINAT

OPREDELENA DWUHSTORONNQQ POWERHNOSTX S, OGRANI^ENNAQ ZAMKNUTYMI KONTURAMI {Lk}nk=1. gOWORQT,
^TO S ORIENTIROWANA PO PRAWILU WNE[NEJ NORMALI, ESLI NABL@DATELX, RASPOLOVENNYJ NA POWERHNO-
STI TAK, ^TO NAPRAWLENIE OT NOG K GOLOWE SOWPADAET S NAPRAWLENIEM WEKTORA NORMALI ~n, NABL@DAET
POLOVITELXNYJ OBHOD KONTUROW {Lk}nk=1 - OBLASTX (POWERHNOSTX) S OSTAETSQ SLEWA (SPRAWA DLQ PRAWOJ
SISTEMY KOORDINAT).

rIS. 23

zADA^A O POTOKE NESVIMAEMOJ VIDKOSTI

^EREZ PROZRA^NU@ ORIENTIROWANNU@ POWERHNOSTX

pUSTX R3 ZAPOLNENO STACIONARNO DWIVU]EJSQ NESVIMAEMOJ VIDKOSTX@ S WEKTOROM SKOROSTI
~V (x, y, z) =~iP (x, y, z) +~jQ(x, y, z) + ~kR(x, y, z).

nEOBHODIMO OPREDELITX KOLI^ESTWO VIDKOSTI, PROTEKA@]EE W EDINICU WREMENI ^EREZ ORIENTIROWAN-
NU@ PO PRAWILU WNE[NEJ NORMALI POWERHNOSTX S, PROZRA^NU@ DLQ VIDKOSTI.

rIS. 24

rE[ENIE. pUSTX IMEEM RAZBIENIE {Sk} POWERHNOSTI S I {Mk} - PROIZWOLXNYE OTME^ENNYE TO^KI.
tOGDA ISKOMYJ POTOK (KOLI^ESTWO VIDKOSTI W EDINICU WREMENI)

Π = lim
max d(Sk)→0

∑
k

(
~V (Mk);~n0(Mk)

)
·m(Sk) (∗)

zAME^ANIQ.
1. eSLI PREDEL W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (∗) SU]ESTWUET, KONE^EN I NE ZAWISIT OT WYBORA RAZBIE-

NIQ S I WYBORA OTME^ENNYH TO^EK, TO EGO NAZYWA@T POWERHNOSTNYM INTEGRALOM WEKTORNOJ FUNKCII
~V (x, y, z) PO POWERHNOSTI S, ORIENTIROWANNOJ PO PRAWILU WNE[NEJ NORMALI (POWERHNOSTNYM INTE-
GRALOM II-GO RODA) I OBOZNA^A@T∫∫
S

(~V (x, y, z);~n0(x, y, z))dσ ≡
∫∫
S

{
P cos(~̂n;~i) +Q cos(~̂n;~j) +R cos(~̂n;~k)

}
dσ

σ , m(S), ~n0 - EDINI^NYJ WEKTOR DLQ ~n.
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2. pOWERHNOSTNYJ INTEGRAL II-GO RODA - POWERHNOSTNYJ INTEGRAL I-GO RODA, ZAWIcQ]IJ NE TOLXKO

OT WEKTORNOJ FUNKCII ~V = ~i P + ~j Q + ~k R, NO I OT NAPRAWLENIQ WNE[NEJ NORMALI W KAVDOJ TO^KE
POWERHNOSTI S.

3.∫∫
S

{
P cos(~̂n;~i) +Q cos(~̂n;~j) +R cos(~̂n;~k)

}
dσ ≡

∫∫
S

P cos(~̂n;~i)dσ +

∫∫
S

Q cos(~̂n;~j)dσ +

∫∫
S

R cos(~̂n;~k)dσ.

4. dLQ ODNOSTORONNEJ POWERHNOSTI PONQTIE POWERHNOSTNOGO INTEGRALA II-GO RODA NE WWODITSQ.

5. pRI PEREHODE NA PROTIWOPOLOVNU@ STORONU POWERHNOSTI S POWERHNOSTNYJ INTEGRAL II-GO RODA
MENQET ZNAK.

6. eSLI S =


 x
y
z

 : z = z(x, y);

[
x
y

]
∈ Gxy

 I WEKTOR NORMALI ~n(x, y, z) OBRAZUET S OZ

OSTRYJ UGOL, T.E. INTEGRAL BERETSQ PO ”WERHNEJ” ^ASTI POWERHNOSTI S, TO∫∫
S

R(x, y, z) cos(~̂n;~k)dσ =

∫∫
Gxy

R
(
x, y, z(x, y)

)
dxdy

rIS. 25

pO\TOMU (SM. RIS.) PRI ZAPISI POWERHNOSTNOGO INTEGRALA II-GO RODA ISPOLXZU@T I SLEDU@]U@ FORMU:∫∫
S

P dydz +

∫∫
S

Q dzdx+

∫∫
S

R dxdy.

pRIMER 1. pUSTX S - WNE[NQQ ^ASTX WERHNEJ POLUSFERY RADIUSA a S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT,
T.E.

S =


 x
y
z

 : z =
√
a2 − x2 − y2; x2 + y2 ≤ a2

 .

w \TOM SLU^AE

J ,
∫∫
S

z3dxdy = +

∫∫
x2+y1≤a2

{a2 − x2 − y2}3/2dxdy =

{
x = r cosϕ
y = r sinϕ

}
=

2π∫
0

dϕ

a∫
0

(a2 − r2)3/2rdr =

= 2π

(
−1

2

)
(a2 − r2)5/2 · 2

5

∣∣∣a
0
=

2π

5
a5

7. sOWER[ENNO ANALOGI^NO MOVNO RASSMATRIWATX POWERHNOSTNYJ INTEGRAL II-GO RODA PO ORIEN-
TIROWANNOJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI.
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pRIMER 2. pUSTX S OGRANI^IWAET PRQMOJ KRUGOWOJ CILINDR WYSOTY h I S RADIUSOM

OSNOWANIQ a. pUSTX S ORIENTIROWANA PO PRAWILU WNE[NEJ NORMALI I NEOBHODIMO WY^ISLITX

J =

	∫∫
S

xdydz + ydxdy ≡ J1 + J2, GDE J1 ,

	∫∫
S

Pdydz ≡

	∫∫
S

xdydz, J2 ,

	∫∫
S

Rdxdy ≡
	∫∫

S

ydxdy.

sOGLASNO RIS. IMEEM:

rIS. 26

J2 , −
∫∫
S1

+

∫∫
S2

+

∫∫
S3

y cos(~̂n;~k)︸ ︷︷ ︸
=0

dσ = −
∫∫

x2+y2≤a2

ydxdy +

∫∫
x2+y2≤a2

ydxdy ≡ 0.

J1 =

∫∫
S1

x cos(~̂n;~i)︸ ︷︷ ︸
=0

dσ +

∫∫
S2

x cos(~̂n;~i)︸ ︷︷ ︸
=0

dσ +

∫∫
S3

xdydz.

a T.K. S3 =


 x
y
z

 : x2 + y2 = a2 ∧ 0 ≤ z ≤ h2

, TO S3 = S+
3 ∪ S−3 , GDE S+

3 - ”PEREDNQQ” ^ASTX S3,

WNE[NQQ NORMALX K KOTOROJ OBRAZUET OSTRYJ UGOL S OX, A S−3 - ”ZADNQQ” ^ASTX S3. tAKIM OBRAZOM:

J1 =

∫∫
S+

3

−
∫∫
S−3

≡
∫∫

−a ≤ y ≤ a
0 ≤ z ≤ h

{
+
√
a2 − y2

}
dydz −

∫∫
−a ≤ y ≤ a
0 ≤ z ≤ h

{
−
√
a2 − y2

}
dydz =

= 2

h∫
0

dz

a∫
−a

√
a2 − y2 dy = 4h

a∫
0

√
a2 − y2 dy =

{
y = a sin t
dy = a cos tdt

; 0 ≤ ϕ ≤ π

2

}
= 4ha2

π/2∫
0

cos2 tdt =

= 2ha2

π/2∫
0

{
1 + cos 2t

}
dt = πha2

fORMULA oSTROGRADSKOGO-gAUSSA

pUSTX TREHMERNAQ OBLASTX T ⊂ R3 OGRANI^ENA KUSO^NO-GLADKIMI POWERHNOSTQMI S1, S2 I CILIN-
DRI^ESKOJ POWERHNOSTX@ S3, OBRAZU@]AQ KOTOROJ PARALLELXNA OZ. tAKIM OBRAZOM ΓT = S1∪S2∪S3,
A SAMU OBLASTX NAZYWA@T z-CILINDRI^ESKOJ.

pUSTX DALEE R(x, y, z) I R′z(x, y, z) OPREDELENY I NEPRERYWNY W ZAMKNUTOJ OBLASTI T ∪ ΓT , A
ZAMKNUTAQ POWERHNOSTX ΓT ORIENTIROWANA PO PRAWILU WNE[NEJ NORMALI.
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tOGDA

	∫∫
ΓT

R cos(~n;~k)dσ =

∫∫
S1

R cos(~n;~k)︸ ︷︷ ︸
<0

dσ +

∫∫
S2

R cos(~n;~k)︸ ︷︷ ︸
>0

dσ +

∫∫
S3

R cos(~n;~k)︸ ︷︷ ︸
=0

dσ =

= −
∫∫
Gxy

R(x, y, ϕ1(x, y)) dxdy +

∫∫
Gxy

R(x, y, ϕ2(x, y)) dxdy ≡
∫∫
Gxy

dxdy

ϕ2(x,y)∫
ϕ1(x,y)

∂R(x, y, z)

∂z
dz ≡

≡
∫∫∫
T

R′z(x, y, z) dxdydz

sOWER[ENNO ANALOGI^NO, ESLI T QWLQETSQ E]E I x-CILINDRI^ESKOJ I y-CILINDRI^ESKOJ, A W T ∪ ΓT
OPREDELENY I NEPRERYWNY FUNKCII P (x, y, z), Q(x, y, z), P ′x(x, y, z), Q

′
y(x, y, z), TO

	∫∫
ΓT

P cos(~n;~i)dσ =

∫∫∫
T

P ′x dxdydz ;

	∫∫
ΓT

Q cos(~n;~j)dσ =

∫∫∫
T

Q′y dxdydz

I MY PRIHODIM K RAWENSTWU, IZWESTNOMU KAK FORMULA oSTROGRADSKOGO-gAUSSA:

	∫∫
ΓT

P dydz +Q dzdx+R dxdy ≡
∫∫∫
T

{
P ′x +Q′y +R′z

}
dxdydz

pRIMER 3. pUSTX S - SFERA S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT, RADIUSOM a I WNE[NEJ ORIENTACIEJ.

	∫∫
S

x3 dydz + y3 dzdx+ z3 dxdy = 3

∫∫∫
x2+y2+x2≤a2

(x2 + y2 + z2) dxdydz =

=


x = r cosϕ cosψ
y = r sinϕ cosψ
z = r sinψ

∣∣∣∣∣∣
0 ≤ ϕ < 2π
−π/2 < ψ < π/2
0 ≤ r ≤ a

 = 3

2π∫
0

dϕ

π/2∫
−π/2

cosψ dψ

a∫
0

r2 · r2dr =
12

5
πa5

zAME^ANIQ.
1. oBLASTX, QWLQ@]AQSQ ODNOWREMENNO x, y, I z-CILINDRI^ESKOJ, NAZYWA@T PROSTOJ.
2. fORMULA oSTROGRADSKOGO-gAUSSA MOVET BYTX POLU^ENA I PRI MENEE VESTKIH OGRANI^ENIQH: T

W R3 IMEET KONE^NYJ DIAMETR, A ΓT - OB_EDINENIE KONE^NOGO ^ISLA KUSO^NO-GLADKIH POWERHNOSTEJ;

P,Q,R NEPRERYWNY W T ∪ ΓT ; P ′x, Q
′
y, R

′
z - NEPRERYWNY W T I ∃

∫∫∫
T

{
P ′x +Q′y +Rz

}
dxdydz.

pRIMER 4. w USLOWIQH PRIMERA 2 : P ≡ x, Q ≡ 0, R ≡ y. tAKIM OBRAZOM

	∫∫
ΓT

xdydz + ydxdy =

∫∫∫
T

{1 + 0 + 0} dxdydz = m(T ) = πa2h.
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pRIMER 5. J ,

	∫∫
S1

x3dydz + y3dzdx+ z3dxdy = {SM.RIS.} = J1 − J2.

rIS. 28

S1 =


 x
y
z

 : z =
H

a

√
x2 + y2 , x2 + y2 ≤ a

 , S2 =


 x
y
z

 :
x2 + y2 ≤ a
z = H


J1 ,

	∫∫
S1∪S2

=

∫∫∫
T

{3x2 + 3y2 + 3z2} dxdydz =


x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = t

∣∣∣∣∣∣
0 ≤ r ≤ a
0 ≤ t ≤ H

a

0 ≤ ϕ ≤ 2π

 =

= 3

2π∫
0

dϕ

H∫
0

dt

at/H∫
0

{r2 + t2}rdr = 6π

H∫
0

{
r4

4
+
r2

2
t2
} ∣∣∣∣∣

at/H

0

dt =
3π

2

H∫
0

{
a4

H4
t4 + 2

a2

H2
t4
}
dt =

=
3π

10
a2(a2 + 2H2)H.

J2 ,
∫∫
S2

{x3 cos(~n;~i)︸ ︷︷ ︸
0

+y3 cos(~n;~j)︸ ︷︷ ︸
0

+z3 cos(~n;~k)︸ ︷︷ ︸
1

}dσ ≡
∫∫
S2

z3dxdy =

∫∫
x2+y2≤a2

H3dxdy = πa2H3

tAKIM OBRAZOM

J = J1 − J2 =
3π

10
a2(a2 + 2H2)H − πa2H3 = πa2(0.3a2 − 0.4H2)H

fORMULA sTOKSA

fORMULA sTOKSA USTANAWLIWAET SWQZX MEVDU KRIWOLINEJNYM INTEGRALOM W R3 I POWERHNOSTNYM

INTEGRALOM II-GO RODA.

pUSTX S - GLADKAQ POWERHNOSTX, ORIENTIROWANNAQ PO PRAWILU WNE[NEJ NORMALI I OGRANI^ENNAQ

ORIENTIROWANNYM ZAMKNUTYM KONTUROM λ , ΓS.

rIS. 29
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pUSTX W NEKOTOROJ OBLASTI IZ R3, SODERVA]EJ POWERHNOSTX S, OPREDELENA I NEPRERYWNO DIFFE-

RENCIRUEMA WEKTORNAQ FUNKCIQ ~A(x, y, z) =~iP (x, y, z)+~jQ(x, y, z)+~kR(x, y, z). pUSTX DLQ OPREDELEN-

NOSTI S =


 x
y
z

 : z = z(x, y),

[
x
y

]
∈ Gxy ⊂ R2

. w \TOM SLU^AE Gxy = pRXOY S; L = pRXOY λ.

rASSMOTRIM

J1 ,

	∫∫
λ

P (x, y, z)dx =

	∫∫
L

P
(
x, y, z(x, y)

)
dx =

{
FORMULA

gRINA

}
= −

∫∫
Gxy

{
∂P

∂y
+
∂P

∂z
· ∂z
∂y

}
dxdy,

T.K. P
(
x, y, z(x, y)

)
- SLOVNAQ FUNKCIQ. ~n =

 z′x
z′y
−1

 = γ ~n0 = γ

 cos(~̂n,~i)

cos(~̂n,~j)

cos(~̂n,~k)

 =⇒ z′y = − cos(~̂n,~j)

cos(~̂n,~k)
.

tAKIM OBRAZOM

J1 =

∫∫
Gxy

{
∂P

∂y
− ∂P

∂z
· cos(~n,~j)

cos(~n,~k)

}
dxdy =

{
dxdy = dσ cos(~̂n,~k )

}
=

=

∫∫
S

{
∂P

∂z
cos(~̂n,~j )− ∂P

∂y
cos(~̂n,~k )

}
dσ (1)

eSLI S =


 x
y
z

 : y = y(x, z),

[
x
z

]
∈ Gxz ⊂ R2

, TO RAWENSTWO (1) POLU^AEM PO TOJ VE SHEME.

eSLI S - ^ASTX PLOSKOSTI, ORTOGONALXNOJ OX, TO RAWENSTWO (1) O^EWIDNO, T.K. pRXOY S - OTREZOK I
pRXOZS - OTREZOK.

aNALOGI^NO RAWENSTWU (1) POLU^AEM:

	

∫
λ

Q dy =

∫∫
S

{
∂Q

∂x
cos(~̂n,~k )− ∂Q

∂z
cos(~̂n,~i )

}
dσ ;

	

∫
λ

R dz =

∫∫
S

{
∂R

∂y
cos(~̂n,~i )− ∂R

∂x
cos(~̂n,~j )

}
dσ.

tAKIM OBRAZOM IMEEM:

	
∫
λ

P dx+Q dy +R dz =

∫∫
S

{
(Q′x − P ′y) cos(~̂n,~k ) + (R′y −Q′z) cos(~̂n,~i ) + (P ′z −R′x) cos(~̂n,~j )

}
dσ =

=

∫∫
S

(Q′x − P ′y)dxdy + (R′y −Q′z)dydz + (P ′z −R′x)dzdx ≡

≡
∫∫
S

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂k
P Q R

∣∣∣∣∣∣ ; ~i dydz +~j dzdx+ ~k dxdy


zAME^ANIQ.

1. mOVNO POKAZATX, ^TO FORMULA sTOKSA OSTAETSQ SPRAWEDLIWOJ I W TOM SLU^AE, KOGDA S - OB_-
EDINENIE KONE^NOGO ^ISLA KUSO^NO-GLADKIH POWERHNOSTEJ.
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2. kAK I W PLOSKOM SLU^AE MOVET BYTX SFORMULIROWANA I DOKAZANA TEOREMA O ^ETYREH \KWIWA-

LENTNYH USLOWIQH: ESLI P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) OPREDELENY I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY W

ZAMKNUTOJ OGRANI^ENNOJ ODNOSWQHNOJ OBLASTI T ⊂ R3, TO SLEDU@]IE ^ETYRE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(1)

	

∫
L

P dx+Q dy +R dz ≡ 0, ∀ L ⊂ T ;

(2)

∫

x

AB

P dx+Q dy +R dz NE ZAWISIT OT PROFILQ DUGI

x

AB, SODERVA]IEJSQ W T ;

(3) ∃ u(x, y, z) : du = P dx+Q dy +R dz W T ;

(4)

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂k
P Q R

∣∣∣∣∣∣ ≡ ~Θ W T , T.E.
R′y ≡ Q′z
R′x ≡ P ′z
Q′x ≡ P ′y

.
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